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1. Jepet trekéndéshi dybrinjénjéshém ABC (AB = AC). Pika e brendshme P e
trekéndéshit éshté e tillé q¢ LZAPB = 150°, ZPCB = 30° dhe ZPAC = 39°.
Gjeni masén e kéndit PAB.

Zgjidhje. Shénojmé me O gendrén e rrethit té jashtéshkruar trekéndéshit PBC.

Meqé ZPCB = 30°, atéheré ZPOB = 60° dhe meqé OP = OB si rreze, trekéndéshi
BOP #éshté barabrinjés, prandaj BP = OP, ZAPO = 360° — 150° — 60° = 1500 =
ZAPB. Atéheré AAPB = AAPO pasi AP &shté e pérbashkét, LZAPO = LAPB
dhe PB = OP. Prej kéndej AP = AO = AC. Atéheré AAOB = AAOC si
trekéndésha me tri brinjé té barabarta, prandaj ZBAQO = LC AO. Ndérkohé ZBAQO =
24BAP =2/PAO = LC AO dhe rezultati merret nga vargu i implikimeve:
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2. Funksioni f : R — R éshté i tillé gé

f@)fly) = fx+y)+zy, Vz,y € R
(a) Té gjendet f(0).
(b) Té gjenden té gjithé funksionet f qé plotésojné kushtin e mésipérm.

Zgjidhje.



(a) Duke marré né kushtin e pércaktimit t&€ f vlerén y = 0 pérftojmé f(z)f(0) =
f(z), @& nga f(z) (f(0) — 1) = 0, prandaj, ose f(z) = OVz, ose f(0) = 1. E
para éshté e pamundur (duke marré = y = 1), prandaj ka vend vetém vlera

F0)=1.

(b) Duke zévendésuar y = —z marrim
f@)f(=2) = f(0) =2 =12
e né vecanti
Ff(-1) =1-12=0.
Pra kemi f(1) = 0, ose f(—1) = 0. Né qofté se f(1) = 0, atéheré duke
marré y = 1 pérftojmé
0=f(=)f(1) = f(z+1) +z,

qé nga f(z + 1) = —z, prandaj dhe f(z) = 1 — z. Verifikohet lehté qé kjo
éshté njé zgjidhje.
Ndérsa, nése f(—1) = 0, zévendésojmé y = —1 dhe pérftojmeé

0=f(2)f(-1) = flz-1) -z,

pra f(z—1) = z, qé nga f(z) = 1+z. Edhe kjo vleré verifikohet qé éshté zgjid-
hje.
Pra dy zgjidhjet jané f(z) =1+ z dhe f(z) =1 —z.

3. Le té jeté a > 2; me rrénjét z; e 3 té ekuacionit 22 — az + 1 = 0 ndértojmé vargun
me terma S, = z7 + z5.

o0
(a) Té tregohet se vargu { €shté monoton zbrités.
Tk ) p=1
(b) Té gjenden vlerat e a pér té cilat mosbarazimi
Tt >n—1
82 S3 Sn+1

plotésohet pér ¢do n € N.

Zgjidhje. Meqgé a > 2, rrénjét z; e zo jané dy, jané pozitive dhe z1zo = 1.
Né veganti S, > 0 Vn € N.

(a)
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(b) Pérgjigie. a = 2.
Zgjidhje. Supozojmé se pér vlerén a > 2 té parametrit ka vend kushti i dhéné.
Atéheré, nga pika a) rrjedh se

St _ S S
el e R ¥~ .
Sy T Sy Sn+1
Pra %; >1—1 Vn. Duke kaluar né limit pér n — co marrim % > 1. Nga
formulat e Vietés kemi S; = a, Sy = a® — 2. Atéherd
¢ i (a—2)(a+1) <o,

a2 —2 — a2 —2




dhe, meqé a > 2, rrjedh se a = 2.
Anasjelltas, né qofté se a = 2, atéheré x; = zo = 1, prandaj dhe Vn € N, S, =
2. Rriedhimisht

Sl Sn

— 4 e
52 Sn+1

pra kushti i dhéné pérmbushet.

=n>n—1,

4. Té gjenden té gjithé numrat e ploté z,y, z té tillé qé
zy=1 mod z, zz=1 mody, yz=1 mod z.

Zgjidhje. Modulet z,y, 2 i konsiderojmé natyroré, dhe té ndryshém nga njéshi,
meqé pér vlerén njé té variablave merren kushte triviale. Vérejmé qé numrat z,y, 2
jané dy e nga dy reciprokisht té thjeshté (z,y) = (z,2) = (y,2) = 1. I rendisim:
2 <z <y < z dhe duke i kombinuar té tri kongruencat kemi

zy+zz+yz=1 mod zyz.
Qé nga zy + zz +yz — 1 = k(zyz), pér ndonjé k € N. Pjesétojmé me zyz dhe kemi

1 1 1 1
-4+ —-4+—-—=—+k>1
z Yy x TYyz

o . 1 1 1 3 . . . v .
Meqé r < y < 2, merret g€ 1 < ; + vt <o cka jep si vleré té vetme z = 2.
Né kété rast mosbarazimet japin < % + % < %, cka jep ¥y = 3. Q€ kétej merren
vlerat e vetme pér z: 4 e 5. Pra, pér 2 < z < y < 2, zgjidhjet jané (2, 3,4) e (2, 3, 5).
E para nuk pranohet se (2,4) > 1.

D=

5. Kemi njé varg me té gjitha termat té€ barabarta me 1. Né kété varg, ndérmjet
njéshit t€ paré e atij t€ dyté vendosim njé dysh; ndérmjet njéshit t€ dyté dhe atij
té treté vendosim dy dysha; ndérmjet njéshit té treté dhe atij t€ katért vendosim
tre dysha e késhtu me rradhé. Formohet késisoj vargu:

1,2,1,2,2,1,2,2,2,1,2,2,2,2, 1, . ..

Duke shénuar me a, termin e pérgjithshém té kétij vargu té ri, t€ gjendet vlera e
shprehjes:
a1 -Gz +az-az—+ -+ a4 - A2015-

Zgjidhje. Vérejmé se indekset e termave té barabarta me 1 jané elemente té vargut
1,3,6,10,..., termi i pérgjithshém i t& cilit éshté 3(n + 1)n. Meqé indeksi i termit
té fundit éshté 2015, atéheré indeksi i termit té fundit gé éshté 1 duhet té ploté-
sojé kushtin 1(n + 1)n < 2015, nga ku gjejmé k = 62. Pra 62 terma té vargut
jané njésha. Shuma gé duam té gjejmé ka 2014 prodhime, qé jané té barabarta me
2 ose me 4. Kjo shumé mund t€ njehsohet si 4-2014 — S; ku S, éshté shuma e prod-
himeve té barabarta me 2. Vetém njéshi i paré formon njé prodhim té barabarté me
2, té gjithé njéshat e tjeré (62 — 1 = 61) formojné dy prodhime té barabarta me
2, njérin me dyshin né té majté e njérin me dyshin né té djathté. Prandaj S; =
2+42-(61-2) = 246, qé nga shuma e kérkuar éshté 4.2014—S; = 4-2014—246 = 7810




